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Abstract. We define, over Fp (p > 2), a splitting of the Frobenius morphism Fr : Dist (G) 
Dist (G) on the whole Dist (G), the algebra of distributions of the fc-algebraic group G 5*^2. 
This sphtting is compatible (and hfts) the theory of Frobenius descent for arithmetic P-modules 
over X := P^. 

Introduction 

Soient p > 2 un nombre premier, k — ¥p le corps fini à p éléments, X un /c-schéma lisse et 
(X'^^)mgN le système inductif d' anneaux d' opérateurs différentiels défini par Bcrthclot ([IJ, 2. 
ou [3] pour un survol de toute la théorie). Si F : X ^ X' désigne le morphisme de Frobenius 
relatif attaché à cette situation, un résultat fondamental ([2], 2.3.6 et 2.4.6) est que le foncteur 
F* : (P^^ - Mod) ^ (P^+i) - Mod) est une équivalence de catégories. La question, non triviale, 
de l'explicitation locale (« descente par Frobenius »), partant d' un ©^"^^'-niodule du ©^■'-module 
qui lui correspond a été étudiée dans [5] et un certain opérateur différentiel "projecteur"Q Ti (cf. 
loc. cit. 2.5) joue un rôle central. 

Si, d'autre part, G désigne un /c-groupe réductif d'algèbre de Lie G, l'idée, fondamentale, d'in- 
troduction des "puissances divisées partielles" dans la définition des (î?^'')mGN une fois appliquée 
à G permet de définir (cf. [9]) un système inductif d'algèbres enveloppantes {U^"^\G))m€î>i tel que 
U'^^^Q) s'identifie à l'algèbre enveloppante universelle et la limite inductive des U''"^\G) s'identifie 
à l'algèbre des distributions Dist (G) de G. Notant X{=F\) le fc-schéma des drapeaux (complets) 
de G, on dispose de morphismes0 d'anneaux pm d'une théorie de la 

localisatior[f| permettant in fine de passer des [Z'-™-' (Ç)-modules aux P^'' -modules). 

Nous abordons dans ce travail, dans le cas G — SL2, la question suivante : existe-t-il des va- 
riantes de la "descente par Frobenius" pour les J7^™''(Ç)-modules (ou pour certains d' entre eux) 
compatibles (via pm) avec ce qui existe pour les î?^''' -modules ? Le résultat principal est le suivant : 

Proposition (cf. Prop. 2.2.1). Il existe, pour tout m > un morphisme (non miifère) d'algèbres 
■■ U^"'\G) t/('"+^'(e) scindant le morphisme (canonique) de Frobenius Fr : C/^"+^^(Ç) 

^Nous nous écartons ici de la typographie de loc. cit. dans laquelle ce projecteur est noté H afin d'éviter plus bas 
toute confusion avec la notation standard de la base canonique de SI2. 
^Variante "à niveau" de |10l . Prop. 6.2.3. 

''Le résultat le plus complet concerne le cas m = (|4]) et des résultats partiels existent pour m > (|8]). 
^Nous ne donnons la démonstration complète que d' un résultat un peu moins précis. 



[/M (g). 



On trouve dans la littérature un scindage de Fr défini (dans cadre plus général) par Lusztig 
(et utilisé dans [T^, 2., [H],.--) seulement sur Dist (S) C Dist (G) avec B un Borel de G et qui 
ne s'étend pas à Dist (G). Le caractère un peu surprenant de ce résultat est que la question de 
l'existence d' un relèvement (via pm) de Ti. au niveau des algèbres enveloppantes, harmonisant en 
quelque sorte [6] et [5], conduit naturellement à un scindage de Fr sur Dist (G) tout entier. 

Dans la partie I, nous avons choisi, afin d'être le plus bref possible, de présenter le contexte 
arithmétique des opérateurs différentiels et des algèbres enveloppantes sous une forme ad hoc (ie. par 
"générateurs et relations"). Dans la partie II, après avoir établi quelques propriétés supplémentaires 
de la "norme" introduite dans [6], nous définissons le scindage évoqué dans la proposition ci-dessus. 
Que ce soit un morphisme d' algèbres est établi par une vérification reposant sur une combinaison 
de congruences élémentaires et sur les propriétés de la "norme". Enfin, dans la partie III, nous exa- 
minons la compatibilité de ce scindage avec l'application "canonique" de Berthelot et le projecteur 
Ti. de Garnier. 



1 Rappels 

1.1 Opérateurs différentiels de niveau m 

Soit X un fc-schéma lisse. On renvoie à et [5] pour un exposé complet des fondements "natu- 
rels" (faisceau des parties principales de niveau m,...) de la théorie des P^-'-modules (avec m G N). 
Pour ce dont nous aurons besoin, il suffit d'adopter la présentation suivante (cf. [8]). On filtre 1' 
anneau des opérateurs différentiels "usuels" (ie. ceux de EGA IV) par r ordre -.Vx = [jv\ et 

l'on pose pour m > : 

:= Tfe(P^''"'"^)/(A - \lo^,{D®D' - D' (g) D) - [D,D'],D(g) D" - DD",X e k,D" e 
VÇ-';D,D' evÇ) 

avec Tfc(.) désignant l'algèbre tensorielle sur k. 

Les (î'^'')meN forment de manière naturelle un système inductif dont la limite s'identifie à 
T^x- Hormis lorsque m = 0, 1' anneau 1?^^ n'est pas engendré par les dérivations mais admet 
localement (contrairement à Vx) une famille finie de générateurs sur Ox- 

1.2 Algèbres enveloppantes de niveau m 

Soit G un fc-groupe algébrique linéaire d' algèbre de Lie G- Ici aussi, au lieu de développer la 
théorie des opérateurs différentiels de niveau m > invariants sur G, il est plus rapide de considérer 
l'algèbre Dist (G) des distributions de G (c' est à dire l'algèbre des opérateurs différentiels inva- 
riants sur G) et la filtration par l'ordre Dist (G) = Dist (G)„ et 1' on pose pour m > (eg 

neN 

désignant la co-unité de G) 

_ Tfe(Dist (G)2p™-i)/(A - Aêg, (m ® m' - m' ® Ai) - [m, A*'], ® M - A e fc, ^i" e 
Dist (G)p-> ; M, Ai' e Dist(G)p™_i) 

La limite inductive du système inductif naturel que forment les {U^"^\G))m&Ô s'identifie à 
Dist (G) (qu' il est commode ici d' identifier à la Z-forme de Kostant de l'algèbre enveloppante de 
sh réduite modulo p que nous noterons U{G) dans la suite) et U'^^\G) n'est autre que l'algèbre 
enveloppante universelle de G- 



Si désormais G — SL2 et si {E,F,H) désigne la base "standard" de G, la variante entière du 
théorème de Poincaré-BrikhofF-Witt implique que tout C/^™''(Ç/) est engendré sur k par les éléments 
de la formell 



avec a,b,ce [0,p™ - 1], a',6',c' G N (et a\.E^''^ = E"", b\.(^^^ := H{H -1)...{H -6+1), 
(>! j^[c] _ pc\^^ Quand m +00, on retrouve bien siir la base "usuelle" sur k de U{G) = Dist (G). 

2 Scindage du Frobenius 

2.1 La norme et ses propriétés 

La "norme" At (au sens de [B], 6.) de l'algèbre de Lie T du tore des matrices diagonales de 
G est un élément de U{T) qui peut se caractériser (à un facteur non nul près) par des propriétés 
intrinsèques (on renvoie à loc. cit. pour les raisons de son introduction). Nous n'aurons besoin que 
de sa description explicite et prendrons donc comme définition ([6], 6.3 Lemma) : 

At Y.^-iy ( f ) e UiT) c U{g) 

Parmi les raisons de la terminologie "norme" , on a évidemment la propriété, dans U (T) C U (Q) : 
A^, = At. 

Pour la clarté des calculs à venir, il est également commode d'introduire, pour l,i G Z, les 
notations : 

H + l\ _ {H + 1).{H + 1-1)...{H + 1-1) 



l \ f H 



1 J \ 1 

p-i 



(pour l > 0, c'est bien le cocfBcient binomial usuel) et 



Proposition 2.1.1. Soient l G Z. On a, pour tout r G N, l'égalité 

":')- E 

^ s+q=r,s>Q,q>0 ^ ^ ^ ^ ' 

Démonstration. On détermine les coefficients de ( ^ j dans la base des ( ( ^ ) )s>o en 



faisant successivement H = 0, H ~ 1, . 



r J \ s 



Cette égalité est en fait valide dans Z[( ^ ^ ^ )s>o] et posant H = H' + m, on en déduit le 
Corollaire 2.1.2. Soient Z G Z et m G Z. On a, pour tout r G N, l'égalité 
H + l + 7n \ _ ^ / l \ / H + m 



^Pour le lecteur non familier avec le yoga des puissances divisées partielles, la formule (2.2.5.1) de [ï] explique 
pourquoi les puissances divisées partielles n'apparaissent pas ici bien qu'elles soient sous-jacentes. 



p-l 

Démonstration. Si / = — 1 et r = j> — 1, la proposition 2.1.1 donne bien que = 



Corollaire 2.1.30. On a At = = I + 7 rr = l-H^-^. En particulier, Arfiî) = 

\ p-l J (p-1)! 

Ariall) pour tout a G [0, ...,p — 1]. Plus généralement, on a : At.,i = ( ^ ^ ^ ^ £ U{G) 

H -1 
p-l 

L'égalité 1 I = 1 + 7 n découle du développement explicite du premier membre. Le 

reste est immédiat. 



Corollaire 2.1.4. On a, pour tout n G Z, Ay„ — Ax^n- 

Corollaire 2.1.5. L'élément A^.n G U{G) ne dépend que de la classe module p de n. 
Proposition 2.1.6. On a, pour tout n > et tout m e Z, les égalités 
£;["!. At,™ = AT,m+„.s["l 
F["l.AT,™ = AT,™-„.i^["l 
Démonstration, cf. [B|, 6.4 CoroUary ii). 

Corollaire 2.1.7. On a : At] = [fI"?'!, At] = pour tout n e N. 

Proposition 2.1.8. Si p ne divise pas j, on a, pour tout ?î e Z : AT,n- ^ ^ j ^ ~ ^^'^'^ 
si j est un multiple de p. 

Démonstration. On utilise que Ar.n ~ ^ p ^"1 ^ ^ ^t l'on détermine, comme pour la 

proposition 2.1.1, les coordonnées de At.m- f • j dans la base (f . j )i>o en faisant suc- 
cessivement H = 0, H = 1, 

2.2 Le scindage 

Tout d'abord, rappelons que 1' on dispose du morphisme de Frobenius Fr : U{G) — > U{G) (qui 
est le tranposé du morphisme de Frobenius usuel sur G) défini sur les générateurs par : 

pour n divisible par p et sinon. C'est un morphisme d' algèbres. 

On va définir, pour tout m > un morphisme d'algèbres ipm ■ U''"^\G) U'^"^^^^{G) qui sera 
induit par : 



<^(i?W) = E^^pIAt , ^(fM) = fI^pI.At, (^((^ f = ) .At 



avec i G N (d'après le corollaire 2.1.7, on peut tout aussi bien multiplier à gauche ou à droite 
par At). Cette application scindera de manière évidente l'application Fr. On a 



Je remercie X. Caruso de m'avoir signalé la formulation du corollaire suivant. 



Proposition 2.2.1. L'application Lp„, : U'-"'\g) C/("+i)(a) est bien définie et est un mor- 
phisme (non unifère) d' algèbres. 

Démonstration. On va simplement définir un morphisme ip : U{Ç) —^ U{Q) et laisser au lecteur 
le soin de vérifier qu' il se raSine en des morphismes (ySm ; en efltet, formellement tout élément de 
U^"'\g) est multipleQ d' éléments de U{g) et si l'on sait définir ip on sait définir ipm- On évite 
ainsi le recours aux notations des puissances divisées partielles qui ne jouent à cet endroit aucun 
rôle. L'application Lp est la composée de l'appfication Fr' : U{Q) — *■ U{Q) (i^r'(£^W) — i^I'^' , 

Fr'(i^[*l) — F^''^\ Fr' {(^ ^ ) ~ ( ^ ) apparaissant dans la théorie du " scindage de Frobenius" 

(voir [12] 2. pour une présentation et [TT]) et de la multiplication par At- Comme la restriction de 
r application Fr' à U{B'^) ou bien à U{B~) (avec resp. B^ l'algèbre de Lie du sous-groupe des 
matrices triangulaires supérieures, resp. triangulaires inférieures de G) est un morphisme d'algèbres, 
c'est a fortiori le cas après multiplication par At car = At et d' après le coroollaire 2.1.7. Il 
ne reste donc à vérifier que (p (définie comme ci-dessus sur les générateurs de U{G j) est compatible 
avec la relation (cf. [7], 26.2 Lemma) : 

min(a,6) , , 

E^pi''] - £;[''1 = ^['^-'■1 ( H -a-b + 2r \ ^[^_^] 

r=l \ ^ J 

On est donc amené à considérer : 

min(pa,pfc) , ^ 

I^E^p^plpo] _ F^P'AEmyi^^ ^ ( ^ ^ba-»-] ( H -pa-pb + 2r \ ^[pb^r]y^^ 

r=l \ ^ / 

La proposition 2.1.6 donne E^^^^\A.t — AT,p6-r .£'[P''~''i et pour démontrer la proposition, il 
suffit donc de prouver que : 

H -pa-pb + 2r \ . , f H - a ~ b + 2r' \. . , ^ 

^ I -AT.ph-r = </?(( ^, j) sir ^r pet 

H — pa — pb + 2r \ . ^ . , 

^ I .AT,pb-r = SI r n est pas divisible par p 

Prouvons la première égalité : 

on a AT.p6-r = si r = r'p, d' après le corollaire 2.1.5. Il suffit donc de prouver que 



H -pa-pb + 2r \ . Y H - a - b + 2r' 

^ I.At = </?([ 



et donc que : 



Fr'i 



H-a-b + 2r'\_f H - pa - pb + 2r 



pr 



Pour calculer le membre de gauche, on écrit, grâce à la proposition 2.1.1, 



H-a~b + 2r' 
r' 



( b + 2r \t H \ ^^j^g base des ( ^ )i Puis on applique Fr' . Pour le 

q+s=r' ,q>0,s>0 ^ ^ J \ ''^ J \ ^ J 

membre de droite, on applique la même proposition et 1' on remarque que les [ j j vérifient 
les congruences usuelles : f J ^ ^ mod p sauf si j est un multiple de p et on a { ^™ ' ^ 



^cf. l'analogue de la formule (2.2.5.1) de [ï]. 



m 



mod p s\ i = pj' (comme conséquence immédiate des " congruences de Lucas" : si n 



ridp"^ + ... + nip + no avec < < p, ( | = ( ^'^ ) .... ( ] mod p.) 

Prouvons maintenant la deuxième égalité : 

on a (coroU. 2.1.5) Ay.ph-r = ^T,-r et 1' on a (Prop. 2.1.1) 

H -pa-pb + 2r \ _ ^ / -pa ~ pb \ / H + 2r 

^ ' s+ç=r,s>0,(î>0 ^ J \ ^ 

Si l'on multiplie à droite par AT,-r, on déduit de la proposition 2.1.8 que les termes de la 
comninaison linéaire que 1' on obtient avec s non divisible par p sont nuls, d' autre part, si s est 

divisible par p, q ne peut 1' être (sinon s + g = r le serait) et dans ce cas ^ ^'^ q ^ = mod p. 

Remarque 2.2.2. Une partie seulement (modelée sur [P, Prop. 2.5.3 (3)) de ces calculs s'étend 
à des situations relevées (c'est à dire modulo p^,...) ou à l'algèbre enveloppante quantique en une 
racine de l'unité. 



3 Compatibilités 

Avec les descriptions données en 1., il est évident que 1' application canonique p : U{G) — > 
H°{X,Vx) induit des applications p„ : U'-"'\g) -> iï°(X,D^^) et 1' on va établir la compatibilité 
entre celles-ci et les deux applications Fr : u'-'''+^\g) U^"'\g)et ipm : U'-"'\g) C/^^+^H^)- 



3.1 Compatibilité avec l'application canonique de Berthelot 

L'application en question est celle définie dans [3], 2.1.7 , [2], 2.2.4 : can : 
Elle envoie, avec les notations de loc. cit., 9<'>™+i sur 1 (gi i9'<'/p>™ (avec la convention usuelle). 
On a alors la : 

Proposition 3.1.1. Le diagramme suivant est commutatif 

[/(™)(g) ^ El [/(™+i)(a) 

iîO(x, F*î?^;^) i/0(x, p^'+')) 

Démonstration. Pour vérifier cette commutativité, il suffit de restreindre 1' image par pm+i des 
éléments de U^'^+^^g) à une des deux copies de formant le recouvrement standard de X : 
X ^A^UA^ ^ Spec(A:[i]) USpec(fc[t']) car iï°(X,P^^) ^ iî°(A\p[T^). On peut donc suppo- 
ser, avec les notations évidentes, que £;<">™+i s' envoie sur g<">">+i passant à 1' autre A"'^ 
que i^<">'"+i s' envoie sur d^^^"^*^). La commutativité est alors immédiate. Comme ces éléments 
engendrent l'algèbre t/*-'"^(^?), cela suffit. 

H \ ^ . la<l>. 



Remarque 3.1.2. On remarquera que pm+i( . j ) est combinaison linéaire de t 9 

V ^ / m+l 

et que lorsque l = pl', on a can{t^d<^>^+^) = i'(l ® 9'<''>'") = 1 ® /9'<''>"\ 



3.2 Compatibilité avec l'application définie par Garnier 



D'autre part, dans |5j, 2.4, Garnier a introduit, pour m > 0, un opérateur différentiel d' ordre 
p — 1 (opérateur de Dwork) Ti, G 2?^'' pour tout schéma lisse X sur k réalisant la descente par 
Frobenius pour les P-modules. Pour X = (= X'), cet opérateur s'étend en fait une section 
globale0 de î?^^ (avec m > 0) sur X et 1' on a tout simplement : 

Proposition 3.2.1. On a p„i(At) = V. dans H°{X,V^^^) pour tout m > 0. 

Démonstration. Soit t une uniformisante locale sur X au voisinage de oo. On sait alors que 

p-i 

H ^^fd'^y D'autre part, on a Pm{H) — 2tdt et l'on vérifie immédiatement par récurrence que 

tôt 



= fdp. Le corollaire 2.1.3 permet alors de conclure. 

De plus, dans ^5], 4.3 et 4.4 est décrit un morphisme de Ojc-algèbres Vx' F^^Vx canonique 
(ie. indépendant du choix de coordonnées) lequel induit donc un morphisme P G H^{X,T>^^^) 
P' e iî°(X,P^+^^) tel que F'*{P.f) = P' .{F'* f) pour toute section f e Ox'- Le lecteur pren- 
dra garde que, si t désigne une coordonnée locale sur X' , contrairement à l'inclination naturelle, 
p-i 



(1)' = H (^ 1) , {d,y ^ Y.(-'y ( T ) 

Proposition 3.2.2. Le diagramme suivant est commutatif 



[/M (g) 



p™+l 



i/0(X, 23^"^) 7^ i/"(X, î3^"+'0 

Démonstration. On effectue la même réduction à un calcul local que pour la proposition 3.1.1 
et la proposition découle alors immédiatement des deux égalités (la première est un cas particulier 
de [5], Prop. 4.6.2 (4), la seconde se vérifie par un calcul explicite) : 



(9i"')' = E(-^r 

r=0 



np + r 
np 



[np+r] 



np + r 
np 



^[np+r] 



3.3 Descente des [/('")(^) -modules 

J'ignore pour l'instant si l'on peut formuler un énoncé général de descente pour ceux-ci. On 
peut toutefois essayer de s'inspirer de la Prop. 3.3.1 de [5] et, partant d' un t/^™^^' (Ç/)-module 
M„i+i, considérer Im(M„i+i '"^^^"S M„i+i). 

Dans le cas du module de Verma infinitésimal Mm+i ■= Zm+i(— 2) (dont la localisation, au sens 
de [4], correspond à la cohomologie à support en point à l'infini de X du faisceau structural Ox), 
cette image s'identifie exactement aux éléments sur lesquels E, F, H agissent trivialement comme 
il résulte de la description explicite de celui-ci (que l'on déduit immédiatement de | 13i . 1.2). Une 
étude similaire à celle introduite dans ce travail devrait également tenir compte de la p-filtration 
sur Vx et des théories de localisation correspondantes (cf. [5j). Nous reviendrons sur ces questions 

*Cet opérateur est défini de manière intrinsèque, ie. sans aucun choix de coordonnées, et donc "canonique". 
^La question de savoir si tel est le cas pour toute variété de drapeaux semble intéressante. 



ultérieurement. 



Remarque 3.3.1. En ce qui concerne le cas d' un groupe réductif G plus général, remar- 
quons que r on a une injection U'^'^\Q) ^ H^{G,'D^^^) dont 1' image consiste en les opérateurs 
différentiels invariants. Comme C. Noot-Huyghe me 1' a fait remarquer, si 1' on savait que les 
constructions de [5] sont G-équivariantes (par exemple au sens de [9j), on en déduirait certai- 
nement r existence de ipm pour ces G. En ce qui concerne 1' explicitation de ce dernier par 
les techniques de [5], il est néanmmoins à noter que si 1' on veut travailler en écrivant SL2 = 
Spec (fc[a, b, c, d]/{ad — bc~ f )), la section a une expression nettement plus compliquée (déduite 
de H ^ ada — bdb + cdc — ddd) que les expressions apparaissant ci-dessus. 
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